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5.1. INTRODUCCION

+ La variable aleatoria (v.a) es la herramienta mat&a que permite
pasar del estudio de sucesos aislados al estudas afstribuciones
de probabilidad.

+ Es también la responsable de la aplicacién deisassdhatematico y
de otras herramientas matematicas a la Estadistica.

<+ El concepto de v.a. constituye upiaza basicapara el desarrollo de
los métodos y técnicas inferenciales.

<+ Trabajar con resultados numéricos permite hacer usode
desarrollos matematicos De ahi el interés de buscarglas que
hagan posible pasar de usspacio muestral original E, de
resultados posibles no numeéricos, a un nuespacio muestral
inducido, cuyos resultados o elementos van a ser numeros

#+ Este paso o transformaciéon se realiza medianfaneion llamada

variable aleatoria, que representamosXor

5.2. CONCEPTO DE VARIABLE ALEATORIA.
CARACTERISTICAS

5.2.1Concepto de variable aleatoria

Ejempla

& ="lanzamiento de dos monedas al aire”

E={e,e,6, ¢ ={ ccck kc Kk > Resultados cualitativos
Tenemos definido un espacio probabilistigs, A, P)
DefinamosahoraX=" nimero de caras al lanzar dos monedas al aire”.

E'={0,1,3 > Resultados numéricos
(numeros reales)




Figura 4.1
Variable aleatoria como funcién real
E R
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Una variable aleatoria X es una funcion real, quesacia un valor
numeérico a cada evento del espacio muestral asamiad un cierto
experimento aleatorio

 Es aleatoria porgue toma sus valores en funcion adar que
caracteriza &.

* Es unafuncion real perono de variable reaya que su dominio no
esR sinoE, que no esta incluido €R.

* X(E) es elrecorrido de la v.a.: conjunto de valores Reasignados a
los elementos deE:  X(E)={x, %, %} ={0,L30R ya que

X (kk) =0, X (ck)=1, X(kd)=1y X(cc)=2.

* Las anti-imagenes (recorrido de las flechas eridsenbntrario en la
Figura 4.1) pertenecen al algebra originél (propiedad de
medibilidad):

X(0)={ki, X (1) ={ck U{ k¢ y X*(2) ={cqg.

* La medibilidad deX permite calcular la probabilidad de que tome
determinados valores.

P, (0)=P({ k)= P (0= P({ R U{ k§) =
P (2) = P({cc})z

1,11
4 4 2
3
4

P (X <D= P{ kR U{ ckU{ k) =

N




Definicion formal de variable aleatoria

Una variable aleatoria es ufumcion mediblaede un espacio probabill'stizlo
(E,#,P) en el espacio probabilizablgR,), donde B es el

o —algebra de Bor¢ definida enR. Una funcion se dicenediblecuando
se cumple que:

OBOR: X (B OA
donde X *(B) ={el E/ X ¢0O B.
Esta condiciéon riedibilidad quiere decir que la antiimagen de tddo

subconjuntoB de R que sea elemento del algebra de Bdreés unj
subconjunto d&, que es a su vez elementaste

Por la condicibn de medibilidad d&, podemos considerar una
probabilidad inducidaen R, que llamamoB,. SiB es un boreliano d&
tenemos la probabilidad inducida indicada pordaiginte igualdad:

P.(B)=P(x*(B)
Por tanto, la propiedad de medibilidad permiteasiap

(E,AP) we—== (R,3R)

La probabilidad original es P, y esta definida sobre el espacio
probabilizable origina(E, ).

La probabilidad inducidaP, esta definida sobre el espacio probabilizable
(R,B) y se deduce de la probabilidad

Hemos conseguido un espacio probabih’sﬁ&‘B,Px), inducido por la
definicidon de v.a., que resulta mas agradableadartmatematicamente.




+ A veces las variables aleatorias estan ya impdi@italos elementos del
espacio muestral original (resultado del experimeateatorio es
NUMErico).

Ejemplos

- el experimento consiste en observar el tiempo gerashasta la
llegada de un autobus

- observacién de los ingresos anuales de un trabajasilariado
elegido al azar.

+ En otros casos, en un mismo experimento aleatadempos definir
diferentes variables aleatorias.

Ejemplo: al lanzar dos monedas al aire podemosiaisigy cada suceso
la variable “namero de caras”, pero también el “etorde cruces”.

Nunca debe confundirse el experimento con la viiakbeatoria, ni
espacio muestral con el conjunto de valores qua tanaariable.

%+ Tipos de variables aleatorias:

Segun la naturaleza del recorr¥(k):

a) Discretas X so0lo toma un namero finito de valores reales miitaf,
pero numerable
Ejemplos:

- numero de piezas defectuosas que aparecen en un
proceso de fabricacion

- namero de llamadas telefénicas que se reciben &n un
centralita durante un determinado periodo de tiempo

- numero de depodsitos efectuados al dia en una dntida
bancaria, etc.

b) Continuas X puede tomar un namero infinito no numerable. Una
variable aleatoria es continua cuando puede tooagrstlos posibles
valores del conjunt® de los nimeros realdsw < x<o) 0 de un
subconjunto de él, definido por un intervglp< x <1, ).




Eiemplos
- tiempo en minutos que dedica un alumno a hacer un
examen con duracion maxima de dos horas
(0sx<120,
- cantidad de agua caida al dia en un determinado
punto geogréficdx=0).
Demos un paso mas %

« Al definir una variable aleatoria o que persegusnen ultima
instancia es hacer que el calculo de probabilidadesa
matematicamente mas “agradable” al trabajar con refos.

e AUNn no lo hemos conseguido del todo. Estamos hadhitsia manejar
funciones reales de variable real, del tigef(X), pero nuestra
probabilidad inducidaP, sigue siendo und&uncion de conjuntq
como lo er&P.

» El siguiente paso debe ser definir funciones reatks variable real
gue proporcionen probabilidades para nuestra v.a..

« Estas funciones reciben el nombreuecion de cuantia, funcion de
densidad y funcion de distribucian




5.2.2 Distribucion de probabilidad de variables aleatoria discretas

(1)

Si X es unav.a. discretacon recorrido X(E)={x, %,..., X}, su
distribucion de probabilidad (funcion de cuantiguede escribirse comoj

@ Y f(x)=1

f(x)=P(X=x)=p parai= 1,2,..k

Las dospropiedadesque debe cumplir una funcién real de variable yeal
para ser funcién de cuantia son:

f(x)=0 parai =1,2,...K

Se denominduncion de cuantiaporque proporciona laantidad de
probabilidadque corresponde a cada valor de la v.a. diskteta

La primera condicion establece simplemente queiababilidades
no pueden ser negativas. La segunda condicioninesjde la suma
de toda la masa de probabilidad debe ser igualiaitiad.

f(x) es ya unafuncion real de variable regllas que estamos

acostumbrados a manejar (el dominiolRsy el conjunto imagen es
[0,1]LR).

Una funcion de cuantia puede expresarse de tresrasadistintas:

1)tabla en la que se recojan los pafes ).

2)expresion matematica del tip).
3)grafica:diagrama de barras




Ejemplo 1

0,Ix x=1,2,3,¢
f(x)=
0 en el restc

Es una funcién de cuantia porqgue cumple las dgsigmtades que le son
exigibles.

Tabla 4.1 Figura 4.2
Ejemplo 1 de funcion de cuantia Ejemplo 1 de funcion de cuantia
(tabla) (Representacion grafica)

X f (X) Diagrama de barras

1 0,1 )

2 0,2 '

3 0,3 "7

4 0,4 |

03 - [

1,0




Ejemplo 2

X="nimero de caras en el lanzamiento de dos monedaslina v.a.
discreta.
Tabla 4.2
Ejemplo 2 de funcion de cuantia
(tabla)

X f(X)
0

RINFRPNIFRNBRE

Puede comprobarse que su forma funcional es:

21 (1Y 1Y o
f(x)_M(Ej (Ej parax= 0,1,:

Esta es la funcion de cuantia binomial (la vereerosl Tema 6)

Figura 4.3
Ejemplo 2 de funcidn de cuantia
(Representacion gréfica)

f(x)
0.6 1

0.5 ]
0.4 1
0.3 1
®

0.2 1

0.1 1

0O
U

-1 0 1 2 X




5.2.3Distribucion de probabilidad de variables aleatoria continuas

* En el caso de v.a. continua,detribucion de probabilidasho puede
darse para valores puntuales ya que ésta tomamerainfinito no
numerable de valorepara un subconjunto de la recta real.

« Los valores hay que agruparlos en intervalos exhiwss y
mutuamente excluyentesA cada intervalo se le asighard una
probabilidad y su representacion grafica seraiastograma El area
de cada rectangulo que tiene por base un inteoa@loreto sera la
probabilidad de que la variable tome valores enrdsevalo.

e Al aumentar el numero de intervalos (amplitudesacadz mas
pequeias)en el limite el perfil de ese histograma sera el de una
linea continuabajo la cual se encierra toda la masa de prodabili

Figura 4.4
Funcién de densidad como limite del histograma

f(x)

X

* A esa linea continua que nos da las ordenadassiegtama limite
se le llamduncion de densidadle una v.a. continua.

« La funcion de densidad no proporciona directampribabilidades,
sino densidades de probabilidagi bien el area bajo esa funcion es
igual a la unidad.




* Propiedadesde la funcion de densidad de v.a. continua:

1) f(x)=0 00 < X< +oo (densidades de probabilidad positivas)

2) j f (X)dx=1, implica que el area bajo la curva y por encimla de
eje de abscisas es igual a la unidad.

* Obtencion a partir de x) de la probabilidad de quetome valores
dentro de un determinado intervadl]:

P(a< X< b):jl f(R dx= ¢

f(x)

* Importante: la probabilidad de que una v.a. continua tome ualor
concreto es siempre cero:

P(X:x):)j f(¥ dx=0.

Por tanto, para este tipo de variables, se cumlaensiguientes
igualdades:

Plas X<h=Ra< X< b= Ra& X b= Pa X )t;f (F)x ¢

* Importante: La funcion de densidad de una v.a. continua no da
directamente probabilidades sino densidades de phildad.




Ejempla

SeaX una v.a. continua cuya funcion de densidad eglaeste:
£ :{0'1x 0< x<+/20
0 en el resto
Se pide:
a) Compruebe que es una funcién de densidad.
b) Obtenga la probabilidad de gdome valores entre 1y 3.

Resolucion

a)Tenemos que comprobar que cumple las dos condgione
1) f(x)=0,1x= 0 con & x<+/ 2(

ne 20 J20 2 1'% 0
2)j f (x)dx= j f(%) dxzj o,1xd>c[o,13} = 0,12?— G 1
-0 0 0 0
f(X) cumple las condiciones, luego es una funcionetesidad.
3 3 273
b) PL< X <3)= [ f (x)dx=[ 0,1xdbx| 0,2 | = 02— 0= o,
1 A 2 ], 2 2
f(f()

0.2 1

0.1 1




5.2.4Funcion de distribucion

Para una v.aX (discreta o continuyla funcion de distribucionF(x), es la]
funcién que da la probabilidad acumulada hastaieiqx, es decir,

F(x)=P(X< X

* Su significado es analogo a la distribucion deuescias relativas
acumuladas vista en Estadistica Descriptiva.

* Propiedades

1. F(-00) =0

2. F(+00) =1

3. Es una funcion monoétona no decreciente

4.P(a< X<b=FHb- H3

5. F(X) es continua por la derecha. En cambio, por lai&zda no
siempre lo es y cuando no lo es, tiene un numaemdo fipero
numerable de puntos de discontinuidad (similar gue ocurria

con el diagrama escalonado y la ojiva en EstadiSigscriptiva).

a)Funcion de distribucion para variables aleatorias @cretas

SiendoX una v.a. discreta, se tiene que:

F(X)=P(X<xX=> f(x)

% <X

* F(xX) es escalonada, constante a intervalos. Cada salto
(discontinuidad) se produce en los valores aislasiendo en cada
uno de ellos continua por la derecha y discontparda izquierda.




« Utilizacion de esta funciéon para@ilculo de probabilidades

P(X=x)=F()- KX,

P(X>x%)=1-P( X< x)=1- KX
P(X<x)=P( X< x;)= R X)
P(X2x)=1- P X< ¥) =1~ K¥,)
P(a< X< b= F(B- F 3
Plas X<b=Fbh-H 3+ K X= a
Plas X<b=F- A X=B- f 3+ B X §
P(a< X<b=F(B- A X= B- K 3

Ejemplo

La tabla adjunta recoge la funcién de distribuadéria v.aX cuya funcién
de cuantia es:

f 0,x x=1,2,3, X F(x)
(9= { en el restc [—0,1) 0
[1,2) 0,1
[2,3) 0,3
[3,4) 0,6
[4,+c0) 1,0
F
0.8 1




A partir de esa informacion podemos calcular, gemelo, las siguientes
probabilidades:

1) P(X=3)=F(3)-F(2=0,6- 0,3 O,

2) P(X :2,5) =0, ya que 2,5 no es un valor que tenga asignada una
probabilidad distinta de cero en la funcion deritiation.

3) P(X<2,5=F(2,5= 0,3 Obsérvese que, aunque 2,5 no es un

valor que pueda tomar la v.a., le corresponde Uor \distinto de
cero en la funcién de distribucion.

4) P(X <3)=P(X<2)= F(2) =0,

5) P(X>2)=1-P(X<2)=1- F(d=+ 0,3 0,

6) P(X22)=1-P(X<1)=1- F()=+ 0,F 0,

7) P(2<X<4)=F(4-F()=1+ 0,3 0,

8) P(2<X<4)=P(X=3=F3- FI=0,6 03 0,

b)Funcién de distribucion para variables aleatorias ontinuas

En el caso de v.a. continua, se define la funcedistribucibn como:

F(x)=P(X< x)=f f( 9 d

e En el integrando se utilizaen lugar dex para que no haya confusion
con el limite superior de integracion.




« Teniendo en cuenta que en las variables aleatartaginuas
P(X=x)=0, se tiene que:

-P(X<x)=P(Xs ¥)=H¥

-P(x<Xsx)=Hxs X< %)= Ry X Y= Px X ¥= F ) FX

* Cuando lo que se quiere eslcular la probabilidad de que una
variable tome valores dentro de un intervalp entonces haremos
uso de integrales definidas ya que:

X2

F(%)-F(x)=] f(¥dx

X
* Solo para v.a. continua se cumple que:

f(X) :@ 0, lo que es lo mismo, f (x) = F'(X).
X

Ejempla

0 en el resto

£ :{0,1x 0< x<+/ 20

F(x):f f(t)dt:fo,ltdt:{o,l%} = 0,%2— 0= 0,0%

—0 0

dF (x)

Se comprueba que:
dx

=F'(x) =0,1x= f(x).

La manera de expresar correctamente la funcidnstigbdicion es:

0 parax< O
F(x)=10,05 para 0<x<+/ 2(
1 parax > J 20




siendo su representacion grafica la siguiente:

0.8 1
0.6 1
0.4 1

0.2 1

oL
w

-1

o
A%

-0.2 -

P(1< X<3)=F(3-F()=0,0519 0,088% 0,45 0,65 O




5.2.5Caracteristicas de una variable aleatoria

De igual modo que cuando se estudid una variableEstadistica
Descriptiva se analizaron sus distintas caracieasstelativas a su forma,
medidas de posicion, dispersion, etc., también lecago de variables
aleatorias puede realizarse el mismo tipo de asalis

a)Esperanza Matematica

* El concepto devalor esperadoo esperanza matematicde una
variable es uno de los mas importantes en el estdéi las
propiedades de las distribuciones de probabilidad.

Ejempla

Una aplicacion comun de la esperanza matematien@gentra en
las apuestas o los juegos de azar.

La ruleta americana tiene 38 casillas equiprobaHklescierto de una
apuesta a un unico numero paga 35 a 1 (es debnammos 35 veces
lo que hemos apostado y recuperamos la apuestquesecibimos
36 veces lo que hemos apostado). Por tanto, coasmi® los 38
posibles resultados, beneficio esperado esperanza matematica de
apostar un euro a un solo numero es:

E[ X] =350 + (- 1)L = - 0,0526 eurc
38 38

« El valor que toma la esperanza matematica puedemntesperado”:
podria ser un valor improbable o incluso imposible)

Ejemplo: el valor esperado cuando tiramos un d&d® chras es 3,5.

E[X]:1B11+ 2+ 3+ 4T+ 5+ 1= 3!
6 6 6 6 6 6

y cabe destacar que 3,5 no es un valor posibtal rel dado.




La esperanza matematica se corresponde coedda ponderadae
los valores de la variable, donde las ponderacioses las
respectivas probabilidades de cada valor.

Representa laantidad media que se "espera&omo resultado de un
experimento aleatorio cuando la probabilidad deacadceso se
mantiene constante y el experimento se repite evadb numero de
veces.

Parav.a. discretala esperanza se define como:

E(X) =Y x f(9=u

Parav.a. continug la esperanza nos indicacgntro de gravedad de
la distribucion

E(X)=[ xf() d=p

Esperanza de una funciong(X)

E[#( X)] = Z¢( ¥ f(® siXesunav.a. discreta
E[#( X)] :_[¢( ¥ f( X dr siXesunav.a.continua

Téngase siempre presente quelquier funcion de una v.a. es otra
v.a. que “hereda” las propiedades probabilisticas devdaable
original.




Ejempla

Supongamos el juego segun el cual un jugador redBeeuros por cada
punto que obtenga en el lanzamiento de su dad@l g€l valor esperado
de este juego? Veamos qué valores toma la v.anakigu funcion y las
probabilidades asociadas:

X P(x)=100x  T(x)
1 100 1/6
2 200 1/6
3 300 1/6
4 400 1/6
5 500 1/6
6 600 1/6

Calculemos ahora el valor esperado del juego:

E[PO0] =283 (=40 (P+p(%) (H++p( Y (Y=
= 10@13+ 20[)]l+ 3091+ 4(])ﬂ'+ 5C‘£&+ GIDE): 350 &L
6 6 6 6 6 6

Propiedades de la esperanza matematica:

El simbolo E es un operador matematico, es deaiwr,simbolo que
representa una operacion matematica que hay queeedal igual que el

operadorz o el operadoﬂ ).

1.Si ¢(X) = a, siendoa una constantg

-V.a. discretaE[a] = Zaf(>9 az f(y=dl=

-V.a. continua:E[a] = J'af(>9dx— aj' { xdx &=

2.(Cambio de origen Sig(X)=a+ X, |[E[a+ X]=a+ H X
3.(Cambio de esca)aSi ¢(X) = bx, |E[bX] = bH X




4.(Transformacion linedl Si ¢(X) = a+ bX, JE(a+bX)= a+ bE X

-V.a. continua:

E[a+bX]=[(a+ by { xd= § € xdx o xf)xdx +a bE]

1

5.Sia< X< b entoncea<E(X)< h

6.Sig(X)=g(X)+ N X), JE[a(X)+H{ X]=EF X+ Eh X

Elg(X)+H X =[[d x+ b} € xdx

=[g( f(yder[ 1y (xde £ 6 R+ Eb R

7.Si ¢(X)=(a+bX)", siendoa y b constantes yn cualquier niamero
entero, entonces:

E[ (a+ bX)"] :Z(ﬂ B HE X)

i=0




b)Momentos de una variable aleatoria

* Los momentos son nimeros que caracterizan a utridbaleson de
probabilidad, de tal forma que dos variables tied@nmisma
distribucién si tienen todos lo momentos igualeseyan tanto mas
parecidas cuanto mas momentos tengan iguales.

 El momento de orden r con respecto al origee define como:
= E[ X] para= 0,123 = #(X)= X'

fo=E[ X |=Y X (X siX es una v.a. discreta
g =E[X =[x f()d siXesunav.a. continua

Para cualquier v.a. se tiene que:
Sir=0 4=E[X°|=E[}=

Sir=1 g =E[X'|=E[X]=x (media poblacion

* El momento de orden r con respecto a la media o0 momesintral
de orden rse define como:

para= 01,23, = $(X)=(X-pu)

M= E[(X-p) |2 (x-p)" f(¥  siXesunav.a. discreta

M= E|(X-u) :_[(x—u)r f(¥d> siXesunav.a. continua




Para cualquier v.a. se tiene que:
Sir=0 4=E[(X %) |=g[1=

Sir=1 g = E[(x -y)l]zE[x]— Hu|=u-p=0

Un momento con respecto a la media importante esoelento de
orden 2, ya que se corresponde coval@anzade la v.a.. Asi:

Sir=2 ,LIZZE[(X—,U)Z}ZVaI’(X):OZ

La varianza es la esperanza del cuadrado de lamdiesies respecto
al centro de gravedad de la distribucion. Da idedadlispersionde
la v.a. respecto dg.

Los momentos centrales tercero y cuarto proporaianBbrmacion
muy Util respecto a la forma de la distribucionale.a.X

Los momentos respecto a la media pueden expresarsacion de
los momentos con respecto al origen.

Ejemplo: o’ =

A todos los momentos de una distribucion se leo®rcomo los
parametrosde la distribucion, siendo la media y la variarzmhas
importantes. Como ya se ha indicado anteriormesudr, niUmeros
gue caracterizan a la distribucion de probabilidad.




c) Varianza, desviacion tipica y coeficiente de variagn

* Lavarianza es el momento con respecto a la medmden 2:
Var(X)=0° =, = E[( X-ﬂ)z} =y — 4

* Propiedades de la varianza:
1. [Var(a)=0
2. (Cambio de origen [Var(a+ X) = Var( X)

3. (Cambio de escajafVar(bX) = I Var( X)

Se deduce quéar(-X) = Var( X)

4. (Transformacion lineal fVar(a+ bx) =1 Va( X

5. Lavarianza es la minima desviacion cuadraticaiamed

E[(X—,u)z}< E[( X - p)z} para todop# u

« Des| X)=o=+,Vaf X

- cv=2no00
U




d)Variable tipificada

SeaX una v.a. cualquiera con esperanza igual a varianza igual @ .
Diremos quéZ es la variable tipificada dési es igual a:
7 = X - Hy
UX

e Esadimensional

* Propiedades:
3

cl2)= X0t |- L ] = 2 - fanl]= - =0




e)Funcion generatriz de momentos

Se denominafuncidon generatriz de momentos de la v.a.yXla
representamos pavl, (t) a la siguiente esperanza:

My()=E[&*] = g¢(X)=¢€"

dondet es una variable real auxiliar (la funcion gené&zate momentos gs
una funcion real de variable real).

- SiX es una v.a. discreta: My (t) =E| & |= Z & (%

-SiXesunav.a. continua: M, (t)=E[ & |= J'e f(3 o

 Principal utilidad:

A partir de ella se puede obtener cualquier

#=mo)| {d':j/'t(t)} r=012,..

Ejemplos:

== M;”(O){—d“"x(t)}
T

[ d?M, (t)
! :M(Z) 0)= X
'UZ ” ( ) dtz j|t=0

M, (t)
=M ® ()= | X2
/u3 X ( ) dts :|to




» Propiedadesde M, (t) = E| & |:

1.[m, (0)=1

2.(Cambio de origen|Si Y = a+ X, M, (t) =€*M (1)

De esta propiedad se deduce dlig_ (t) = e “ M, (1).

3.(Cambio de esca)a|Si Y = bX, M, (t) =M ,(tb)

4.(Transformacion linedl: [SiY = a+ bX, M, (t) =€® M, (tb)

5. Si Z es la variable tipificada d¢ con E(X) = 1, y Var(X)=0%, se
tiene que:

M. (t) :e_%j My (iJ
o)

Teorema de la Unicidad

Si dos variables aleatorias cualesquiera tienemdma
M, (t) entonces las dos tienen la misma distribucion de

probabilidad y, de hecho, las dos son la mismalbai

La inversa también se verifica de manera que si dop
variables aleatorias tienen la misma distribucepnces
también tienen la mismi , (t)




Ejempla

La funcidn de cuantide una v.a. es:

X )
— siIx=1,2,3,4
f(x)=<10

0O enelresto.
Se pide:
a)Comprobar que es funcion de cuantia.
b)Obtener la funcidn generatriz de momentos.

c) Utilizando dicha funcion, determinar los valores ldeesperanza y la
varianza.

Resolucion

a)Para qud(x) sea funcion de cuantia ha de cumplir la dos pogues
siguientes:

1) f(x)=0 [Ix (se cumpl
23 f(x)=1

s SEx 12 3 4
Y E(x)=) —=—+—+—+—=1 (secumple

b)Funcién generatriz de momentos:

el S g 8t 824 6B, wh.
Mx(t)—E[é ]— Zx:é f()= §10+ 810+ 810+ élO

:%[e‘ +2& + 36 +4é‘]




c) Esperanza y varianza:

Mx(t):%[e‘+2e2‘+36‘+4ét]

E[X]=u=MP(]

dMX(t)Zi[et+482t+9é{+16ét]
dt 10

_ =M (@ _ 1 _1 o
E[x]=p= Ty =i [¢radrodricg]=fu 4 o 1=

Var[X]=o? =g, - p*  donde =M t(“)=O

2
d Mx(t)zi[et+8e2‘+27é‘+64é‘]
dt’ 10
2
;= M, (© :i[e°+8e°+27é?+ 64@]:—1[& 8 27 6= 1
dt = 10 10

Var(X)=0% =y, - #=10-F =1




5.3. DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES ( X.Y)

* En muchas ocasiones nos puede interesar estudtanmgdortamiento
conjunto de dos variables aleatorias (relacioneegitas)

Ejemplos: Interés en la relacion entre...

peso y la estatura de los individuos de una paimaci

longitud y la dureza de las piezas fabricadas enptateso de
produccion

renta y consumo de las familias

produccion y costes en una empresa, etc.

* En estos casos consideraremos dos variables #dsa{a Y distintas y
estudiaremos su comportamiento conjunto a partirdidéribucion
conjunta de probabilidad.

5.3.1Variable aleatoria bidimensional discreta

Sean X e Y dos variables aleatorias discretgge tomas los valorgs
X X X% € Y1, Yoy Y, FESpectivamente. Llamamadistribucion d

probabilidad bidimensional distribucion de probabilidad conjuntap
funcién de cuantia conjuntala siguiente funcion:

f()g,yj): P(X=Xx Y= y) O0rF12,..kOF 12,.n

gue asigna probabilidades a los diferentes valowagintos de la variabf
bidimensional(X,Y), de tal manera que se verifican las dos condicipnes

siguientes:
1. f(x,y,)=0 Oi=1,2,..k Oj= 1,2,.m

2.3 f(x.y,)=1

k
i=1 j=1




* EIl calculo de probabilidades a partir de esta fumcse realiza
mediante un doble sumatorio. Asi:

P(XOAYIB=Y> (Y.

XJA yOB

Ejempla

Experimento aleatorio consistente en sacar doesagin reposicignde
una baraja de 52 (4 palos x 13 naipes):

X ="numero de espadas en la primera extéacconX (E ):{ O,}.

Y ="ntimero de espadas en la segunda extataonY (E)={ 0,1

X eYson v.a. discretas. Su distribucion de cuantiguota es:

39 38

f(0,0)=P(X=0,Y= 0)=">[= 0,558
52 51

F(LO)=P(X=1Y= 0)=S29= 0191
52 51

F(0.0)=P(X = 0= 1)=-235= 0,191
52 51

FL1)=P(X =1Y= 1)=2232= 0,058
52 51

En forma de tabla:

(x.y) f(x.y)

(0,0) 0,5588

(1,0) 0,1912

(0,1) 0,1912

(1,1) 0,0588
1

La representacion grafica de la funcién se cormredpa@on un diagrama de
barras en el espacio tridimensiohal y; f(x y) .




5.3.2Variable aleatoria bidimensional continua

SeanX e Y dos variables aleatorias continuas. Considererosada v.a
bidimensional X, Y) formada por esas dos variables. Llamafoosion d

densidad conjunta de X e & aquella funciorf(x,y) que cumpla Iaetl
siguientes condiciones:

1. f(x,y)=0 ©0 < X< 00 00 < y< 0o

2. H f (x, y)dxdy=1

e La funcionf(x,y) no proporciona directamente probabilidacdaso
que representa una superficie de densidad de plidadben el
espacio tridimensional, de forma que el volumeremado bajo esa
superficie es igual a la unidad.

e Ahora, las probabilidades se obtienen por doblegmaicion y se
corresponden con un volumen:

X2 Y2

P(x< X< % y< Y< g =[] { xydxd

XY

* La probabilidad de qu(eX,Y) tome un par de valores concreteg)(
es siempre igual a cero, es de€i(X = x Y= y=0.




Ejempla

Sea la siguiente funcion de densidad conjunta:

1l paraGkx< 1, @y<
O enelresto

f(xy)= {
Se pide:

a)Comprobar que efectivamente es wuna funcidon de dadsi
bidimensional:

1. f(x,¥)=0 ©0 < X< 00 o< y<oo  (secumple)

2. [[f(x y)dxdy=1
I focaxay=[f poarf” ([ 3o ox[ L[ Iy ox[ 1 e [e1

b)CalcularP(0,2< X< 0,5;0,4£Y< 0,6

0,5 0,6
P(0,2< X< 0,5,0,&4 Y< 0’6ﬂon f &y Hxdy

=0,2Jy=0,4

0,6 '
=[0I aoy|ox= [0 oe[ ) 0.20e[ 0,25 = 0,205 0,23 o




5.3.3Funcion de distribucion bidimensional o conjunta

La funcion de distribucién bidimensional conjun&Xe Y es aquella qu
asigna a todo par de numeros reake® y la probabilidad de qué,
conjuntamenteX sea igual o menor queeY sea igual 0 menor quye

F(X,y)=P(X< xY< y

En el caso de variables aleatorias discretas:

F(,Y)=P(X< xY< 9=>> (% )

X<X Yy

Para variables aleatorias continuas:

F(xy)= P(X< % Y< y:fj { x ¥y dxdy

Propiedades

1. F(—00,—00) = F (—00,y) = F(X,—0)= 0.

2. F(400,+00) =1

3.Es una funcion monétona no decreciente respects dds variables:
Six <%= F(X Y=< KX, Y
Sty <y,= F(x %)< KX ¥%)

4.Si (X,Y) es una v.a. bidimensional continua

0*F (X, Y)
— 7= f X,
30y (% Y)




Ejempla

Para el ejemplo anterior en el que la funcion desidead conjunta es:

1 paraGkx< 1, @y<
O enelresto

f(X,y)={

Vamos a calcular la funciéon de distribucion y coafgar la cuarta
propiedad.

a)Calculo de la funcion de distribucion:

L1 Toonaarf [aomf][aaf ax [T o[ vof b

Por tanto,

0 parax< 0 y< O
F(X,y)= ¢xy 0<sx<1 (Oy<!:
1 enelresto

2
b)Comprobacion de la propieda‘?d%}’/y) =f(xy):

oF(X,y) _
ox
{GF(X,Y)}
0°F(X,y) _ 0X L
oxoy dy == 1),




5.3.4Distribuciones marginales

A partir de la distribucion de probabilidad conpnés posible
obtener la distribucion de probabilidad de cada dmdas variables

por separado. A estas distribuciones se les conocamo
distribuciones marginales

e Enresumen:

Variable aleatoriX Variable aleatori
Caso continuo:  f, (X) = jy‘” f(x y)dy i (YE j°° f(x,y)d
Caso discreto:  f, (x) =) f(x y) L yr) f&y
y X

Ejemplo 1

Sea la funcion de cuantia conjuntaxdeY:

X+y
f(x,y)=1 21
0 en el resto

x=1,2,3 y=12

a) Compruebe que es funcion de cuantia.
b) Calcule las funciones marginalesXig deY.

Resolucion

a)Hay que verificar que:

1) f(x,y;)=20 Hi=1,2,..1 Oj= 1,2,s. (secumple)

2) Y'Y f(x.y)=1 (se cumple)

i=l j=1




b)Funcién de cuantia marginal ¥e

£, (X) = Zf(x y) = Z”y X+1 lez 2X* 3 conx= 1,2,
y=1

2X*t3 2123

Por tanto, la funcion de cuantiaXdes: f, (x) =
0 en el resto

Funcion de cuantia marginal ¥e

Ex+y 1+y 2+y 3+y 6+3y 2y ,
f = f = = + + = = cony=17:
() Z (xy)=2 21 21 21 21 21 7 y

x=1

2+y —19
Por tanto, la funcion de cuantiades: f,(y) =4 7 Y=
0 en el resto.

Ejemplo 2

Dada la siguiente funcion de densidad conjuntagutallas funciones de
densidad marginales dey deY:

1 O0sx<l1 Ey<1
O en el resto,

f(X,Y)={

Resolucion

Funcion de densidad marginal de la variable

fx(x):jyf(x,y)dy:_[;oldy:[)}'2:1 si @ x1 y Oenelres

Funcidon de densidad marginal de la variable

LO)=[ fxydx=[_1de[ £=1 si & .1 y Oenelres




5.3.5Distribuciones condicionadas (o condicionales)

La distribucion de probabilidad condicionada o condicial, tanto paré
variables discretas como continuas, tiene la ei@es

e ff(XX(’XB;) paraf, &)

y de igual forma,

f(x/y)= ff(Y?yB)/) paraf, §/ p C

En el caso de variables aleatorias discretas retibembre déuncion de
cuantia condicional] mientras que en el caso de variables aleatorias
continuasfuncion de densidad condicional

Ejemplo 1

Sea la funcién de cuantia conjuntaxdeY:

X+y
f(x,y)=1 21
0 en el resto

x=12,3 y=12

Calcule la funcion d& condicionada &, demostrando que es funcién de
cuantia.

Resolucion
Por calculos anteriores, sabemos que:

2X+ 3
f,(X)=1 21
0 en el resto

x=12,3




Por tanto:
X+y
_fxy)_ 21 _ x+y
f(y/x)= = =
(/%) f.(x) 2x+3 2x+3
21

parax= 1,2,3y= 1,

Comprobemos que, efectivamenfe(,y/ x) es una funcién de cuantia:

1) Es no negativa por tratarse de cociente de funsidaeuantia.

+1 Xx+2 2x+3
E E +
2) Hy/x= 2X +3 2x+3 2X+ 3 X+ 3 -1

Ejemplo 2

Sea la siguiente funcion de densidad conjunta:
1 Osx<1l E&y<1
f(xy)=
0 en elresto,

Calcule la funcion d& condicionada &, demostrando que es funcion de
densidad.

Resolucion

f(x/y)= fff()z’y))/) paraf, ¢/ p C

Ya sabemos qué, (y)=1 si &ky<1l y O enelres

Por tanto:

f (X, 1

=1 para &x< 1 Hy<

Efectivamente es funcion de densidad:

1) Es no negativa

2) [ f(x/ y)dxzj'icoldxz[ ¥=1




5.3.6Independencia estocastica de variables aleatorias

SeanX e Y son dos variables aleatorias, continuas o disreta funcioni
de densidad conjunt&x)y) y densidades marginale$, (x) y f, (y).

Diremos queX eY son independientes si y solo si:

f(xy)= f(Y0f,(y) Ox0Oy  (condicion 1)
f(x/y)= (X Ox,0y (condicion 2)

f(yl/¥=1(y) Ox,0y  (condicién 3)

* Propiedades equivalentessi se cumple una de ellas, se cumplen las
demés. Para saber si dos variables aleatorias netpandientes
basta con comprobar una cualquiera de esas trdgmores.

 En el caso dendependencia estocastiGaes posible simplificar el
calculo de probabilidades conjuntas ya que:

PxsXsxiysYs y)= Ry X ¥ Py ¥ ¥

En el caso de variables aleatorias continuas:

X2

P(x < X< ys< Y y)=["[" Cxydxdg]"[* J0xQ )y dxes

[ o[ o] e £ e




Ejempla

Sea la siguiente funcion de densidad conjunta:

1 0sx<1 ky=<1
0 en el resto,

(%, y)={

¢, Son independientes las variables?

Resolucion

Las funciones marginales d¥ y de Y ya fueron calculadas con
anterioridad. Recordemos aquellos célculos:

Funcién de densidad marginal de la variable
_ _rt 1 . ]
f. (X) _jy f(x y)dy—IFoldyz[ y=1 si & x1 y Oenelres
Funcion de densidad marginal de la variable
fv(Y):L f(x y)dxzj';oldxz[ Kzl si & ¥ 1 y Oenelres
X eY son independientes ya qudgx, y) = f (X Uf,(y) Ox Oy:

fx,y)= (0L (Y=10=1 Ox,0y




5.3.7 Esperanza de una funcion de variables aleatorias

Para dos variable aleatoriXse Y que se distribuyen conjuntamente ¢on
distribucion de probabilidaf{x,y) podemos considerar la esperanza dejuna
funcién ¢(X,Y)de esas variables:

Elg(X,N]=>>d(xy (xY (variables discretas)

E[p(X, V1 =[_ [ #(x ¥ { x ¥y dxd (variables continuas).

e Como sucedia en el caso unidimensional, en amldaackines el
resultado es un numero.

* Ojo: ¢(X,Y) es una v.a. unidimensional
* Propiedades:
1.Si $(X,Y)= o(X)+ V), entonceE[4(X,Y)]= H d X]+ § 1 Y]
Aplicaciones
M E[x+Y]=§ X+ &Y
(2) E[aX+ bY]= ag X+ bE Y
@) E[ax+aX+.+aX]=af X+ af f+..+ af A
2.S1¢(X,Y)= o X)O{ Y y XeY son_independientemtonces:
E[¢(X,V)] = g X0EY]= £ 6 YO EGOY

Aplicaciones
(1) SiX eY son independiente€[ XY]= H X § Y

(2)Si X, X,,---, X, son independientes:

E[X % X ]= § X] 8 X]- & X]
(3) Si XeY son independientesW = X + Y, entonces:

M, (1) =M, (t) M (t)




5.3.8 Momentos de una distribucion bidimensional

« Podemos definir los momentos para variables aleator
bidimensionales. Estos momentos reciben el nomteeérgco de
momentoscruzadoso momentos producto

Momento cruzado de orden (r,s) con respecto al ernige define como:

U, =E[X"Y?] parars= 0,1,2,..

U =D > Xy f(xy) para v.a.’s discretas
Xy

+00 +00

o= [ [ X'y f(x ydxdy parav.a’s continuas

—00 —00

Obsérvese que/, no es mas que la esperanza de una funcion particul
#(X,Y)= X" ¥ de las variables aleatoriXs .

Momento cruzado de orden (r,s) con respecto a lallase define como:

Hs = E[(X _qu)r(Y_’uY)s] parar ,s= 0,1,2,...

M =D (X= 1) (Y= £4y)° T(X Y) para v.a.’s discretas.
Xy

+00 +00

U, = j _[(x—,ux)“(y—,uv)s f(x y)dxdy parav.a.’s continuas.

—00 —00

Obsérvese qug/,, no es mas que la esperanza de una funcién particul
(X,Y)=(X=p, ) (Y-14) de las variables aleatorix=Y.




A partir de estas expresiones se puede obtenaquzeamomento para una
sola de las variables. Asi, por ejemplo:

o =E[XY = H X =4,

to, =E[X°Y] = H Y= 4,

Mo = E[X*Y?] = B X]

My, = E[X°Y] = B Y]

oo = E[(X = 11)*(Y=14,)°1 = B( X-p,) ] =0,*= Ve X
Hop = EI(X = 1) (Y= p4)°1 = B( Y-p) ] =0,2= Var Y

Covarianza y coeficiente de correlacion

* Puede expresarse en funcién de los momentos resgemtigen:
thy =E[XY] = § X B Y= 44, — thotlon= Hy= Hy -

* La covarianza proporciona una medida de la depen@nasociacion
lineal entre las variables, es decir, del gradoetkcion lineal existente
entre ellas.

SiCouX, Y) >0 = relacion lineal positiva

SiCo( X, Y) <0 = relacion lineal negativa

* Propiedades de la covarianza

1.Si X e Y son dos variables aleatorias independiengggonces
Cov( X, Y)=0.

Demostracion

Cox Y=g Xy~ EXE¥ 2 EKEI¥ [Ex[g¥0

independencia




X eY independientes> Co\ X Y= 0
Cov( X, Y) =0 = no relacion lineal pero necesariamente independer

Cov( X, Y) Z0 = X eY no son independientes.
2.Cov( X,Y)= Coy Y X.
3.Cov( X, X) = Var X).
4.Cov( X, @ =0, para cualquier constarge
5.SiX eY son dos variables aleatorias:
Var(X+Y)=Var X)+ Val Y+2 Cof X ¥
Var(X -Y)=Var X)+ Vaf Y-2 Coff X ¥
Si X eY son independientes, dado cmev( X, Y) =0 se tiene que:
Var( X +Y)=Var X)+ Va( Y
Var(X -Y)=Var X)+ Va( Y
Coeficiente de correlacion lineal

» La covarianza es una medida de intensidad dedaioel lineal entre dos
variables. Pero su valor se ve afectado por camiiéogscala en las
variables y no esta acotado superiormg@teCov( X, Y) < +o0),

 El coeficiente de correlacion proporciona una meddimensional de la
fuerza de la relacion lineal entre las variables:

CO\( X’ Y) — JXY — ILIll

O T Nar) Vat)  0x0, ot




« Se puede demostrar que &} y o, existen y son distintas de cero,
entonces:

-1<p,, =<1

- Si |p,y| toma un valor préximo a la unidad, entonces exisie fuerte

relacion lineal entreX e Y, que sera directa o positiva g, >0 e
inversa o negativa g,, <0.

- Si p,, =%1, entonces existe relacion lineal exacta eXtesy (positiva o
negativa, respectivamente).

- Si p,, esta proximo a cero, la relacion lineal entrevigables es débil.

- Si p,, =0 diremos que las variables no estan correlacionadas
linealmente, si bien puede que exista una relaolineal entre ellas.

Si las variables aleatoriaX e Y son independientes, entonces |su
correspondiente coeficiente de correlacion es nubmesto que
independencia implica que,, =0:

_ Oy _ 0 _
Pxy = = =0.
UXUY UXUY

Al igual que ocurria con la covarianza, la propidsignversa no es cierta

Ejempla

Sean las variables aleatordde Y con funcion de densidad conjunta:

Xx+y 0<x<l , Ky<:
0 en el resto

f(X,Y)={

Calcule el coeficiente de correlacion lineal.

UXY

Pyy =
XY 0.0,




Para calcular el coeficiente de correlacion lineedesitamos obtener las
funciones de densidad marginales de las varialgasa obtener sus
respectivas desviaciones tipicas y la covarianza:

2 1
fx(x):jyf(x, y)dy:_[;o(x+ y dy:[ ny?} = x% si < x 1 Oenelres

0

(= = [t r o[ | ol 03] ox S0 3% =]

E[XZ]:J‘lezfx(ﬁdx:j; %( Xl-%j dx:j;( §<+X—22j d;{i;+_12£3} _>

> 5 (7Y _ 11
oy =B X*]-[E[X]] :1_2_(1_2j = Ta
De manera similar, se tiene que:

2 1
fY(y):ij(x, y)dx:J.;O(x+ ydy:[xz+ x% = y% si 0< ¥ 1 Oenelres

0

eM=u =[O o], { w3 ol ¥+3) dy%ﬁ%%
E[Y*]=[ ¥ t() dy=]] ﬁ[ w%} dFjj( W—;] dy%%%%

o =e[v ][ = (1) =aa




Para calcular la covarianza necesitamos el monwuoado (1,1) respecto
al origen:

E[XY]:.':I: Y x ¥ dxdch':J': Xy % )y dxdyf(j:( ?xty By dxe

Aol o]

Loy o 7 Y

La covarianza viene dada por:

1 7.7 1
0y =E[XY]- H X E[\]zg‘l—zgl—zz‘l—m

y el coeficiente de correlacion:

1
= 144 =-L1-0,00

_ Oy
Pxy = .0,
Vl4 ]\/14

Se concluye que existe una relacion lineal invensg débil, ya que el
coeficiente de correlacion toma un valor muy praxencero.




Linea de regresion

* Supongamos quX¥ e Y son dos variables aleatorias con distribucion
conjuntaf(x,y) y que la distribucién condicional &€& dado un valor
X=x, la representamos pffy/x). Para el caso continuo se tiene que:

linea de regresiéay x(E[Y = f iy ko

* En general, no es una constante sino que se gataalfuncion de.
Si hubiéramos obtenich[ X/ y] ,entonces la linea de regresion

seria una funcién de

e Tanto en un caso como en otro, la linea de regrepidede
entenderse como el lugar geométrico de las medmslad
distribuciones condicionales cuyas densidades wieth@das por

f(y/x) 6 f(xty).

* La linea de regresion no tiene porque ser una,reciade tomar
cualquier forma. Pero si fuera recentonces su expresion cuando
condicionamos X seria:

W) =E[YI = ak b 1, + P (5 41)

gque es una expresion similar a la manejada en iE8tad
Descriptiva.

* Obsérvese que A e Y son variables aleatorias independientes se
tiene que:

F(y/x)=1(y) F(xly)= 1, (¥

de manera que las lineas de regresion se corremporah las
esperanzas no condicionadas y, por tanto, conauast

w(x)=E[Y/ = BY
wy)=E[X/y|=HX




EJERCICIOS RESUELTOS

1.Una v.aXtiene la siguiente funcion de densidad:

kx?
— 0<x<6b6
f(X)=7 9

0O enelrest

Se pide:

a) Indique si se trata de una variable discreta oicoat

b) Determine el valor d&k para quef(x) sea funcion de densidad.
Represente dicha funcion.

c) Obtenga la funcion de distribucion Hey represéntela graficamente.

d) Calcule las siguientes probabilidades:

P(0<X<1);P(X>3 ;M| X< 2
e) Halle la media, la mediana y la moda de la distid.
f) Obtenga la varianza, la desviacion tipica y elicosite de variacion.
Resolucién
a)Tipo de variable:

La variableX es continua puesto que su funcién de densidad vaioaes
distintos de cero en un intervalo de la recta r@slx < 6.

b)Valor dek y representacion gréfica:

Deduciremos el valor dk teniendo en cuenta las propiedades que debe
cumplirf(x) para ser funcion de densidad:

1) f(x)=%20 = k=0

2) +j:of(x)dle

iy 5 6 3 A3
1= | f(x)dxzj% dng{_ﬁ} :g{%-%}:Sk = k=—1€
b ) .




Por tanto, la funcidon de densidad es:

2

f(x)=172
0 enelrest

0<x<6

Su representacion grafica es:

f(x)
0,6 -

0,5 A

0,4 A

c) Funcién de distribucién y representacion grafica:
[0 Six<0

F(X)=P(X< X={[ f(ddt siO< x< 6

= ot—e—x

SixX> 6

donde:

X X 42 37X
ff(t)dt:J't—dt:i v :_1)(3
) 72 72 3| 216




Por tanto:
(0 six< 0
F(X)=1— % si0< x< 6
216
1 SiX> 6

Su representacion grafica es:

F(x)
1,2

1,0
0,8 -

0,6 -

d)Célculo de probabilidades:
Recordemos que, por S€una v.a. continua, se cumple que:
Plas X<h=Ra X< h=RP&x X b Pa X))

¢ P(0<X<1)=F(@)-F(0)= |:(1):2—i6
3

« P(X>3)=1-P( X< 3=1- F(3)= 1_%: 0,87
= P(- = - - 2)= 2—3: '
« P(|X|<2)= P(-2< X< 2)= P(X< 2)- P(X<-2)= F(2F org= 003

=0




e)Media, mediana, moda:

i G 1{x} 6*
e EIX|=pu=| xf(dx=| = de—| — | = =4,5
[ ] _J; ! 72 720 4|, 472

» La Mediana ile) es el valor de la variable que cumple la condicié

P(X < Me= R M§=0,5

F(Me):%(Me)?’:O,S = Me= 4,7

 La moda Mo) es el valor de la variable para el que la funailan
densidad alcanza su valor maximo. De la inspead#la representacion

grafica de esta funcién se deduce te= 6.

f) Varianza, desviacion tipica y coeficiente de vadiac

« o?=Var(X)= [xz — P sz— dx-(4,5)° _%{%} — (4,57= 1,3t

« o=Des| X)=+/Va X =+1,35= 116

. CV——DOO—%DLOO: 25,82Y%

7] 4,5




2.0btenga la funcion generatriz de momentos y, &sae ella, la media
y la varianza de la v.a. continua con funcion desaiad:

F(x) = e x>0
O enelrest

Resolucion

* Funcion generatriz de momentos:

Mx(t):E[éX]:TéXéx dsz g dx

1 I sit=>1
=l =)

1 t—_l[e'”—é’};m:—ilelt si t<1

t-1

El valor de la variable auxiliar que nos interesa para el calculo de los
momentos de la distribucion ¢s=0, que cumple la condicién t<1. Por
tanto, la funcion generatriz de momentos es:

1
My () ==
* Media:
(1 =E[X] =M} (0)
M () = =
@-t)7 (@a-t)
H=M,(0)=1
* Varianza:

o® =Var(X) =, - ¢* = My (0) - p*

_2(1-t)
@-t)*

o=, -t =2-17°=1.

YHOE

M (0)= 2




3.La demanda diaria de un determinado productp €n miles de
unidades) sigue la ley de probabilidad definida lposiguiente funcién
de densidad:

X
1—_

f(x) = 2
0 en el restc

O<x<g 2

Se pide:

a)Determine la probabilidad de que la demanda diaria:
a.1) no supere las 3500 unidades.
a.2) esté comprendida entre 635 y 1870 unidades.

b)Determine la mediana dé€y explique su significado con respecto a la
demanda del articulo.

Resolucion

X ="demanda diaria de un articulo (mileswdedades)

X

1-— 0<x<2
f(x)= 2

0 enelrest
a)Determinacion de probabilidades:

. P(X 53,5) =1, ya que 3,5 es mayor que el limite superior delriralo
en el que la funcidén de densidad toma valores gaties Q< x< 2).

1,870

1,870 X XZ
» P(0,635< X< 1,87)= | ( }Ejdx:[x—?} = 0,46

0,635 0,635

b)Mediana

La mediana Nle) es el valor de la variable que cumple que
F(Me) =0,5:

F(x) =f(1—£2jdt:{t—%} = x—X—:

0




X2 Xx=2,41
F(X)=x-—=0,5 =
4 o [x=0,58¢
soluciones

De la condicién que satisface la mediana se obtieltes soluciones,
pero se descarta el valoe=2,41 por situarse fuera del intervalo
0<x< 2, en el que la funcion de densidad toma valoresuios. Por
tanto, Me=0,586 La probabilidad de que la demanda diaria sea menor
0 igual que 586 unidades es del 50%. Dicho de wiwdo, esa es la
cantidad que habria que poner cada dia a la vearta tener una
probabilidad del 50% de satisfacer la demanda.




4.En una determinada Comunidad Auténoma hay un milbh
trabajadores en paro. Un estudio estadistico asege la duracion en
semanas (variabl€) esta bien modelizada por la siguiente distriburcid

26
f(x)=1x°
0 en el resto.

O<k< x<oo

Se pide:

a) Obtenga el valor de

b) Se desea pagar un subsidio especial a los paradosug larga
duracion. ¢A partir de qué semana de permanencizaen debera
pagarse para que cubra al 20% de los parados quen llmas
semanas en paro?

c) El 40% de los trabajadores en paro son mujerespyolaabilidad de
permanecer en paro mas de tres semanas es dea@2agpmujeres.
¢,Cudl es la probabilidad de permanecer en paradmées semanas
para los hombres?

d) ¢Cual es la duracion media del paro en esta ComuiAdtonoma?
¢, Cuantos trabajadores en paro es probable que ntenga
permanencia en paro menor a la media?

Resolucion
a)Valor dek:

Deduciremos el valor dk teniendo en cuenta las propiedades que debe
cumplirf(x) para ser funcion de densidad:

26
1) f(9="520 = k=0

2) Tf(x)dle

1=+ff(x)dx:+fi—zdx:26[Xilrzz{"_“r:-z*[ =2 o ke
- k k

k




b)Valor X tal queP(X = X)=0,2:

Tengamos en cuenta, por tratarse de una v.a. cantse tiene que:
P(X=X=1- P( X< »=1- H X. La funcidon de distribucién viene dada
por:

F —Xftdt—xzedt—z6 ™ X—26 t_4X——2“ t'4x—1—24
(x)—_j () —!t—s i [t =1

Por tanto,

4
P(X>Xx)=0,2 = F(x)=08=>= }%: 0,8= X = 3 seman:

Debe pagarse el subsidio a partir de las tres sssr@&mparo, para cubrir al
20% de parados con mayor duracion en el desempleo.

c) P(X>3/H):
Definicién de sucesos y datos:

M ="mujer desempleada” PM 9 0,4 PX> M= 0,
H ="hombre desempleado'? H( =) -IP M =) 0,6

Se pideP(X >3/ H). Aplicando el Teorema de la Probabilidad Total se
tiene que:
P(X>3)=P(X>3/H)OP(H)+ A X>3/ M)OR M)

Por los calculos efectuados en el apartado anteswr sabe que
P(X>3)=0,2 Por tanto,

0,2=P(X>3/H)MD,6+ 0,2510,4 = P X> 3H 3 0,1




d)Duracion media del paro y numero de trabajadorasdcoacion de paro
inferior a la media:
» Duracion media del paro:

-4+1

_+o° T2 6| X +°°_ )
E[X]—__[oxf(& dx=£ X5 dx 2 { 4+J2 = 2,67 seman:

* Numero de trabajadores con duracion de paro infaria media:

Primero calcularemos la proporcién de trabajaddessempleados con
duracién de paro inferior a la media:

P(X<2,67)=F(2,6 =
( ) ( 7 F(x)I Ca|CltJ|%dab) (2; 67)4
en el apartado

Teniendo en cuenta que existe un millén de desempte el nimero de
trabajadores con duracion de paro inferior a la ianegb 685000

trabajadore¢100000a10, 68




5.La distribucion conjunta de dos variables aleat¥r&Y viene dada por
la siguiente funcion de densidad:

c(2X +3 x=0,1,2;y= 1,2 <
(X, y) = ( y) y )=
0 en el resto.
Se pide:
a)El valor dec para quef (X, y) sea funcion de densidad.

b)La funcion de densidad marginal ¥e
c) Calcule las siguientes probabilidades:

P(X:2) P(X:3 P(X: 2,Y:). F( X= 2 )4

d)Determine la distribucion de probabilidad de la iafle Y
condicionada por el valor 0 d¥. ¢Son las variableX e Y
independientes?

Resolucion
a)Valor dec:

Deduciremos el valor de teniendo en cuenta las propiedades que debe
cumplir f(x, y) para ser funcion de densidad:

Dfxy)=d2¥+3yY)=0 = < 0
2)> > f(xy=1 =) > c(2X+3y)=

Para obtener el valor de que cumple esta segunda condicién es
conveniente ayudarnos de una tabla de probabikdeaiguntas. A la hora
de construirla es necesario tener presente quealoses deX y deY con
probabilidad no nula sor=0,1,2;y= 1,2 corx+ y<

112
0O | 3c 6c
1 | 5 8c
2 |11c O

La suma de esas probabilidades conjuntas tieneseuigual a la unidad.

Por tanto:




3c+5c+11c+ 6c+ 8&=1 = o=i
Y=1 Y—2 33

b)Funcion de densidad marginal Xe
fX (X) = Z f(X! y)

y
Parax=0 yx=1:

f (x)——Z(2x2+3y)——3[2x2+ 3+ 2X + 6 ——i 4% + %

Parax=2: f.(X) = f(2, 1)——[8 3_1_1__1

d

Obsérvese que se cumple qufX (x) =1

c) Calculo de probabilidades:

d) f(Y/ x=0). ¢Son las variables independientes?

f(yl %=X

fy (%)
3y
fOy)_33_1 _
e f(Y/Xx=0)= — aray= 1,2 y0 en el res
( ) f.(0) 2 y paray y
33

* Las variables son independientes si se cumple aeakgde estas tres
condiciones para todoy para todoy:




[VARIABLE ALEATORIA]
Df(xy)=f, (0L (Y)  2)f, 6F f(X/Y=y) 3 (vF FY/% >

Si encontramos un par de valor(as y) para los que no se cumplen

concluiremos que las variables no son independiefara el par (2,1)
se tiene que:

P(X=2,Y=1)= f(2,1):% [apartado ¢

P(X=2)=f,(2)= [apartado ¢

Wl

S 19

P(Y=0)= L 0= 3 103 5 2R+ =,

Vemos quef(2,1):%;t f, (2)F, (1):%% Por tanto, las variables
aleatorias no son independientes.




6.Las variables aleatoriase Y representan, respectivamente, las cuotas de
mercado de dos productdsy B fabricados por una misma empresa.
Supongamos que su funcién de densidad conjunta es:

Xx+y 0<x<1 O y<]
0 en el resto.

f(xy) ={

Se pide:

a) Compruebe qud (x, y) es funcion de densidad.

b) Calcule los valores esperados de las cuotas deadwrroporcione
sendas medidas relativas de dispersion y comentesoltados.

c) Obtenga la probabilidad de que la cuota de merdatiproductoA
sea igual a la cuota de mercado del prodBgtambas iguales a 0,5.

d) Obtenga la funcion de densidad de la cuota de merdal producto
A condicionada a una cuota de mercado para el p@Bute 0,5.

e) ¢Son las cuotas de mercado de ambos productosmmieptes entre
Si?

f) Obtenga el coeficiente de correlacion lineal erdas variables.
Comente el resultado.

g) ¢ Cual seria el valor esperado de la cuota de neeldoroductd
para una cuota de mercado del 20% para el proddcto

Resolucion
a)Comprobacion de qué(x, y) es funcion de densidad:

Debemos comprobar Si(x, y)cumplen las siguientes condiciones:

1) f(x,¥)=0.Se cumple par@<x<l, 0<y<]
2) ” f (X, y)dxdy=1. Se cumple ya que:
Y

J;J;f(x, y) dxdy= lejf(x.l. Y dxdy:z:{ ny?z} _ dxjj ﬂxﬂ c,b{£2+_12 Eozl

x=0 y=0 y=0

Por tanto,f (x, y) es funcién de densidad.




b)Valores esperados de las cuotas de mercado y msedetktivas de
dispersion.

e Valor esperado de la cuota de mercado del prodhicto

E[X] = s :jx xf, (%) d

fx(x):jyf(x, y)dy:j;o(x+ N dy{ xyy?zlz x% si < x1 y Oenelres
1

E[X] = =[xt (Y ox= | { jdxzf[ %+ = J [§3+—1252} :T7z

0

o Coeficiente de variacion o¢

cv, =2x o0
Hy

1 1 1 1 NG x* l)(31 )
:joxzfx(X)dx:jo %( XFEJ dx:jo( §(+7j d;{—4+—2—3} =T

7 =[x -LEXT () o

11
v, =&moo_ 144 100 "Y1 1106 47,38
Hy 7 7
12

De manera similar, podemos obtener la cuota de aderesperada del
productoB y su coeficiente de variacion. Pero si observames en la

funcién de densidad conjunta las dos variablegdeitde la misma forma,
podemos concluir por “simetria” que las dos vagalienen las mismas
caracteristicas (posicion, dispersion, etc.). Rotot

fY(y):y+% si <y<1l y Oenelres




E[V]=x =L E[V]=2 =2 cv,=%n00= 47,38y
12 12 144 4,

Vemos que en ambos casos la desviacion tipica supenos del 50% de
la media, por lo que concluimos que ambas cuotasliameson
representativas de sus respectivas distribuciones.

c) P(X=0,5Y=0,5

Teniendo en cuenta que las variables aleatorias amriinuas, la
probabilidad solicitada es igual a cero.

d) f(x/Y=0,5):

F(x/y)=t V) _ Xty

O<x<1l Ky<:
WY el ’
2
1
X+= 1
f(x/Y:0,5):1 21:x+§ para0<s x<1
4=

2 2

e)Comprobacion de independencia:

Las variables son independientes si se cumple uiea#y de estas tres
condiciones para todoy para todoy:

DExy)= UL (y) 2 F T(X/Y=y) 3)f (yy f(¥Y/x >
Comprobemos si se cumple la primera de ellas:

f\ (x)DfY(y)=(x+§j(y+§j¢ v y= f(x §

Por tanto, las cuotas de mercado no son indepégdien




f) Coeficiente de correlacion lineal:

Pry =L s *— donde gy, = E[ XY] -,

E[XY]:E_[O1 xyf( X ¥ dxd;cj;jol Xy x )y dxdy_[ol_[:( 2 X+y %)y dxe

- 'l[. (xy+xy?) d)ﬂ de [ 1{)( Y Xyg}yl dx

3
A X X )(3 X2 1
= dx=| — +— —
Jeol 273 6 6| 3

La covarianza viene dada por:

1 7.7 1
oy =E[XY]-H X E[\]:§_1_2G1_2:_1_4z

y el coeficiente de correlacion:

1

— 144 - = = _0 09

_ Oxv _
Prv = 0,0, / / 11
144 \ 144

Las variables presentan una asociacion lineal ivegaero muy débil,
puesto que el coeficiente estd muy proximo a cero.

) E[Y/ x=0,2]

Se solicita el valor que toma la linea de regresi®l sobreX parax=2.
Vamos a obtener la expresion de la linea de remreygi después
particularizaremos para ese valor:

Hox =E[YI X]=] yi(y ¥ db
y




f(y/x)= f(y,x): xry O<x<1 Ey<:

fX(X) X+£
2
y=1 X+y 1 y=1 1 yz yf; y=1
Mo = | y=—dy=—"7 [ yx+ ydw—1[7 »3} :
y=0 X+ — X+ — y=0 X+ — y=0

3x+2 , . ,
Por tanto, i, = X7 3 para0< x<1. Obsérvese que la linea de regresion
X
no es una linea recta y que solo es funcion dariableX.

Parax=2 se tiene que:

30,2+ 2
E|Y/ x=0,2| = ., =————=20,619

Vemos que la cuota de mercado esperada del proButada una cuota de
mercado del 20% para el produétes del 61,9%.




